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Définitions et problématique Chatnes de Markov
Chaines de Markov cachées
Problématique

Chaltnes de Markov

On se place dans (R", £L(R")).

Définition

Une suite de variables aléatoires (Xj)ken a valeurs dans R” est une
chaine de Markov si pour tous kK > 1, xp,...Xx,_1 € R" et
Ae L(R"):

P(Xk € AlXk—1 = Xk—1,...,Xo = x0) = P(Xk € AlXk—1 = Xk_1).
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Chaltnes de Markov

On se place dans (R", £L(R")).

Définition

Une suite de variables aléatoires (Xj)ken a valeurs dans R” est une
chaine de Markov si pour tous kK > 1, xp,...Xx,_1 € R" et
Ae L(R"):

P(Xk & A|Xk_1 = Xk_1,...,X0 = X()) = P(Xk € A|Xk_1 = Xk—l)-

Hypothese

On suppose que la chaine de Markov est homogéne et admet une
famille de densités (p(.|x))xern :

P(Xk E A|Xk,1 = kal) = / p(Xk’kal)ka.
A
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Définitions et problématique Chatnes de Markov

Chaines de Markov cachées
Problématique

Exemple

On se place dans R2. Pour tout x € R?, B(x, 1) boule unité
centrée en x.

Définition

Pour tout x € R2, la loi Unif(B(x,1)) est définie par sa densité :

110 € B(x,1)).

™
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Exemple

On se place dans R2. Pour tout x € R?, B(x, 1) boule unité
centrée en x.

Définition

Pour tout x € R2, la loi Unif(B(x,1)) est définie par sa densité :

110 € B(x,1)).

™

On choisit comme condition initiale ;
Xo ~ Unif(B(0,1)).
Et comme transitions :

Xk‘(Xk,1 = kal) ~ Unif(B(kal, 1))
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Chaltnes de Markov cachées

Définition

(Xk, Yk)keo:m—1 est une chaine de Markov cachée si (Xk)keo:m—1
est une chaine de Markov, si (Yk)keo:m—1 sont indépendantes
conditionnellement a (Xk)keo:m—1 €t si pour tout k, Yy dépend
uniquement de Xj.

Schématiquement, on a :

Xo X1 X . X1
| | | | |
Yo Y, Ys . Y1
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Définitions et problématique Chafnes de Markov
Chaines de Markov cachées
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Exemple

On choisit (Yk) a valeurs dans | — 7, ]. Conditionnellement a
Xk = Xy, on définit :

Yi = Arg(xc) +¢

ol & ~ N(0,02).
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Exemple

On choisit (Yk) a valeurs dans | — 7, ]. Conditionnellement a
Xk = Xy, on définit :

Yi = Arg(xc) +¢

ol & ~ N(0,02).

Densité associée : yx — p(yk|x«)-
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Exemple (¢ = 0.1)
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Définitions et problématique

Problématique

Problématique

Dans la suite, la chaine cachée (xx) est inconnue et on dispose
uniquement des observations (yy).

But : Reconstituer xg.m—1 := (X0, - - - , Xm—1) conditionnellement
aux observations.

Plus précisément, simuler un échantillon selon la densité

P(X0:m—1|Y0:m—1)dX0:m—1.
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© Algorithmes particulaires
@ Algorithme SIS
@ Algorithme SISR
@ Comparaison des algorithmes
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Algorithme SIS
Algorithmes particulaires Algorithme SISR
Comparaison des algorithmes

Algorithme SIS

On cherche a simuler un échantillon de densité p(xo|yo)dxo.

p(oly0) = ”(px(‘)y’f) —  Lsplnla)p(o)
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Algorithme SIS

On cherche a simuler un échantillon de densité p(xo|yo)dxo.

p(oly0) = ”(px(‘)y’f) —  Lsplnla)p(o)

@ On sait simuler selon p(xp)dxo.

@ On sait calculer xg — p(yo|xo).
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Algorithmes particulaires Algorithme SISR

Comparaison des algorithmes

p(x0ly0)dxo = p(lyo)p(yo|xo)p(xo)dxo.

Algorithme d'échantillonnage séquentiel par importance (SIS) :

@ Simuler un échantillon de longueur N selon p(xg)dxo :

MO}

@ Calculer pour chaque particule j :

o _ 1 )
wy = Xy’ ).
0 p(yO)P(yO‘ )

@ L'échantillon ()?(()j))jel:,v approchant p(xg|yo)dxp est :
N ()
Z "o
1) ]-X(gj)(dXO)'

N
j=1 Zj’:l "o
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Comparaison des algorithmes

1
p(xoly0)dxo = ——— p(yo|x0)p(x0)dxo.
p(¥o)
Algorithme d'échantillonnage séquentiel par importance (SIS) :

@ Simuler un échantillon de longueur N selon p(xp)dxo :

o

Xg s X
@ Calculer pour chaque particule j :
wg” = p(yolxs”).
@ L'échantillon ()?(()j))jel:N approchant p(xg|yo)dxp est :
N U)

_ WM
> 1 ) (dxo).
= Z AT (.I)
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Exemple (SIS) N =20
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Algorithme SIS
Algorithmes particulaires Algorithme SISR

Comparaison des algorithmes

p(x0:i|yo:i)dxo:i =
———P(yolx0) - - - P(yilxi)p(x0) P(x1]X0) - - - p(Xi|xi—1)dxo:;-
p(yO:i)
Algorithme d'échantillonnage séquentiel par importance (pas /).
Pour toute particule j € 1: N :

@ Conditionnellement 3 x,-(i)l, simuler un selon p(x;|x;j—1)dx; :
1 N
NORN)

@ Calculer pour chaque particule j :
() () (y,-\x-(j)).

Wl = w ) X p

o L'échantillon (ig,?)jelzN approchant p(xy.j|y;)dxy.; est :
N ()
w; 1
Doy L ().
=1 Zj’:l W’(” ) X1
171



Algorithme SIS
Algorithmes particulaires Algorithme SISR
Comparaison des algorithmes

Exemple (SIS) N =20
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Exemple (SIS) N =20
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Exemple (SIS) N =20
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Algorithme SIS
Algorithmes particulaires Algorithme SISR
Comparaison des algorithmes

Convergence et problemes de dégénérescence (SIS)

Convergence :

@ a m fixé, théoreme central limite quand N — +o0.
Probléemes de dégénérescence :

@ beaucoup de particules avec un poids relatif trés petit,

@ a N fixé, a partir d'un certain nombre de sites, une seule
particule a un poids relatif important.

1,1 v ——
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Convergence et problemes de dégénérescence (SIS)

Convergence :

@ a m fixé, théoreme central limite quand N — +o0.
Probléemes de dégénérescence :

@ beaucoup de particules avec un poids relatif trés petit,

@ a N fixé, a partir d'un certain nombre de sites, une seule
particule a un poids relatif important.

— Rééchantillonnage des particules.
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Algorithme SIS
Algorithmes particulaires Algorithme SISR

Comparaison des algorithmes

1
p(xolyo)dxo = —— p(yo[x0)p(x0)dxo-
(xoly0) p(yo)(l)()
Algorithme SISR (premier site)
@ Simuler un échantillon de longueur N selon p(xg)dxo :

Xél), . ,X(()N).

@ Calculer pour chaque particule j :
w = p(yolxg”).
@ Simuler ()"(éj))jel:,v selon :

N U)

> — 01 (do)

N (") )
j=1 Z_j’:1 Wo

et poser (Vvéj))jel;,v =1.
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Algorithme SIS
Algorithmes particulaires Algorithme SISR

Comparaison des algorithmes

Algorithme SISR (site /). Pour toute particule j € 1: N :
()

o Conditionnellement a X'}, simuler un selon p(x;|%;_1)dx; :

MO}

X
@ Calculer pour chaque particule j :

w9 = w2 5 p(yilx?) = p(yilx?).

e Simuler (>"<,-(j))j61:/v selon :

/)

W,.(J

N
Z —v L 0(dx)
= > ()"

jr=1wi

et poser (W,-(j))jel;N =1.
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Exemple (SISR)

e |
=]
0.72
o | 0.28
(=} °
o o
& o +
0
2 4
T
)
S 4
1
T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
abs

»2,+1 | v ——



Algorithme SIS
Algorithmes particulaires Algorithme SISR
Comparaison des algorithmes

Exemple (SISR)
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Exemple (SISR)
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Exemple (SISR)
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Convergence (SISR)

Elimination du probleme de dégénérescence des poids.

Convergence :

@ a m fixé, théoreme central limite quand N — +oc0.
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Comparaison des algorithmes

Exemple (SIS)

-10

o4/ I Y Ty —
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Exemple (SISR)
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Exemple (SIS)

Algorithmes particulaires

rithme SIS
gorithme SISR
Comparaison des algorithmes

Angle observé (rouge) et de la 'meilleure’ particule (noir)
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Exemple (SISR)

Angle observé (rouge) et de la 'meilleure’ particule (noir)

angle
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Applications réelles

Suivi de trajectoire

@ Observations : position bruitée.
@ Etats cachés : position réelle.

@ Parameétres : comportement du mobile.
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Applications réelles

Reconnaissance vocale

@ Observations : un mot prononcé, découpé toutes les 15ms.
@ Etats cachés : phonémes qui ont conduit au mot prononcé.

@ Parameétres : ensemble des mots d'un dictionnaire.
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Applications réelles

Evolution moléculaire

@ Observations : séquence d’ADN des différentes especes aux
feuilles de I'arbre.

@ Etats cachés : séquence d'ADN du temps de I'ancétre
commun au temps présent.

@ Parameétres : taux de sauts de mutation, longueur des
branches de |'arbre.
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Evolution moléculaire

t =—1 ACGAGGTGA
ACAAGGTGA
ACAGGGTGA
ACAGGGCGA
ACAGGGCAA

t=20 ACAGGGCAA
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Applications réelles

Evolution moléculaire
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Applications réelles

Evolution moléculaire
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